Unidade Tematica 1 | Calculo diferencial e integral
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Referéncia historica

Isaac Newton (1642-1727 e
Gottfried Leibniz (1646-1716),
de forma quase simultanea

e independente, descobrem
um método geral para a
resolucdo de problemas
associados ao problema da
tangente a uma dada curva
(Célculo Diferencial) e, por
outro lado, aos problemas

de areas delimitadas por
curvas e volumes de sdlidos
gerados por revolugdo (Calculo

Integral).

Subtema 1 - Derivadas e aplica¢oes

Conceito de derivada de uma fun¢ao num ponto

Anocdo de derivada de uma funcdo e as regras da sua aplicagdo constituem
0 que é conhecido por calculo diferencial que tem a sua origem, no século

XVII, com Leibniz (1646-1716) e Newton (1642-1727).

O conceito de derivada esta presente, por exemplo, na determinacdo
da evolugdo do crescimento de uma certa populagdo, nos indices de
desenvolvimento econdémico de um pais ou, na determinacdo das
variacOes das temperaturas ou, no cdlculo das velocidades de corpos ou

objetos em movimento.

Considera uma fungdo real de varidvel real definida por y = f(x) e x, um

ponto qualquer do seu dominio Df .

SeJa XEDf (X#xo)l
Chama-se acréscimo ou incremento da variavel no ponto x, a
diferenca Ax = x-x, (também se escreve h=x-x,).

Chama-se acréscimo ou incremento da fung¢do no ponto x, a

diferenga Ay = f(x)- f(x,) ou Af(x;))=f(x,+h)- f(x,).

y
f(xo +Ax) ®
f(xo) ® | i
1
:Ax = X-Xq!
P
0 x;) X X

Considera a curva que representa o grafico de uma fun¢do continua f num
ponto P de abcissa x, € Df .

Seja agora outro ponto Q do grafico de f, cujas coordenadas sdo
(x,+h, f(x,+h)), onde h é o acréscimo da variavel no ponto de abcissa

X, , ocorrido do ponto P ao ponto Q.

N



Slxg + 1)

(C) B Sp———

X0 xot+h X

A reta que passa por P e Q é secante a curva representativa de y = f(x).
O declive desta reta é determinado pela razdo dos acréscimos (razao

incremental) da fun¢do f com respeito a varidvel x, no ponto X,

conhecida por:

Quociente de Newton: QO(x,,h) =

SOy +h) - f(x)
h

Derivada de uma fungdo, definida por y= f(x), num ponto
x, EDf € o limite (se existe) da razdo N(x;,h), quando o

acréscimo da variavel tende para zero e escreve-se:

f(xo +h)_f(x0)
i 5

f'(xo) = 1,}2}Q(xo’h) = lhlg)l

Se o limite existe e é finito, a funcdo diz-se diferencidvel e a diferenca
x—Xx, representa uma pequena variagdo de x, préxima de x,, ou seja

h=x-x, ou, x=x,+h e a derivada da funcdo f em x € Df pode ser

. x)-f(x
também expressa por: f'(x,) = hrnM

R X=X,
Exemplo:

Usando a defini¢do de derivada de uma fun¢do num ponto, calcular:

a) f'(-1),sendo f(x)=2x"+x+1.

3 3
Temos f'(-1)= lim 2=/ CD _ i 20 +x+l+2 (20 +x+3
_(_1 x=>-l x+1 x—-1 x+1

Vs . . ~ . O { 7
Que é uma indeterminacdo do tipo (6) gue pode ser ‘levantada’, usando

x—>-1

a regra de Ruffini para fatorizar o polindmio do numerador. Ou seja,
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Recorda:
Uma funcgdo diz-se continua

num ponto * =4 do seu

dominio se e so6 se existe

lim f (x)e lim f ()= f(a).

(AW
Outras notagoes \)
' dy Ay
X ou | — u|—
y ( O) X=X, Ax X=X,

Df(x) ou Lx,)
* dx

...|é-se derivada de y ou,

derivada da fung3o f , no

ponto X,.
O\,
Regra de Ruffini \))
2 0 13
-1 2 2 |3
2l 2 3| o=Resto




2%’ +x+3 B lim(x+1)(2x2—2x+3) B

lim lim(2x> -2x+3)=7
x—-1 X+ 1 x—-1 X+ 1 x—-1

Ent3o, f'(—l) =7,

Tarefa 1
Usando a definicdo de derivada 1
b) f'(0),sendo f(x)=——.
de uma fungdo num ponto x+2
1 1
calcula: - =
i Temos, £'(0)=limL @M= ;0 he2 2
a) f'(-1),sendo f(x)=x"+1 h=0 h h=0 h
@) 1 2-h-2
b) f'(2), sendo f(x)=— _ _
x im 20D i pm U1 Eneo, £r0)=-L.
=0 p =0 2h(h+2) m02(h+2) 4 4
¢) f'1),sendo f(x)=e".
_ 201+h) _ 2
Recorda: Temos, f'(l) = lim f(1+ h) f(l) = lim e €
h—0 h h—0 h
s ClimE @€ @ i € )
hm ex = 1 _ 1 h—0 h h—0 h “h0 h h—0 Zh
=0 y Fazendo uma mudanca de varavel y =2#h,
2h _ y_
262 lim ! 2202 1im "L 22 x1 226"
=0 2 =0y

limite notavel

Interpreta¢ao geométrica da derivada

Vejamos como a derivada representa o declive da reta tangente a curva

gue representa o grafico de uma fun¢do num ponto do seu dominio.

Fixe-se um ponto qualquer (arbitrario) P, cujas coordenadas sdo

(x,+hy, f(x,+h)) sobre a curva que representa a funcdo. A reta que

passa por P e P, é secante a curva.

y

fxo)

“F-----------

0
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Na figura:
e Os pontos P,P, P

,P,,P,,... pertencem ao grafico de f e as suas abcissas

estdo cada vez mais proximas de x, .

e Os declives das retas secantes
PP,PP,,...,PP,...

r, tangente ao grafico de fno ponto P.

definidas pelos pontos

estdo cada vez mais préximas do declive da reta

* Fazer os P se aproximarem de P consiste em fazer os valores de
h, hy, by, ...

arbitrariamente préximos de 0.

tenderem para zero, isto é, tomar os valores de #

Observamos que:

1. Quando os P estdo préximos de P, o declive da reta secante deve
estar proximo do declive limite da reta tangente ao grafico no ponto
P . Ouseja, quando & — 0 e arazdo incremental se aproxima do valor
finito m, dizemos que m é o limite (se existe) da razdo incremental

com h tendendo para zero e escrevemos:

i Gt =) L )= ()

h—0 h X=X

X—XO

2. Se a funcgdo f for continua num ponto P(x,,f(x,)) entdo a reta

tangente a curva que representa o grafico da fun¢do no ponto P, tem

equacio y—f(xo) =m(x—x0), onde m= f'(x,) é o declive da reta.

Exemplo:

O declive da reta tangente ao grafico da funcdo quadratica f(x) =x9,no

ponto de coordenadas (1,1), é dado por:

2 2
m=1imf(1+h)—f(1) =1im(1+h) -1 =1im1+2h+h -1
h—0 h h—0 h h—0 h
= lirnM =lim(2+h)=2
=0 h=0

Logo, a reta tangente ao grafico da funcdo em (1,1) tem de equacdo

y=fO=f' - y=2x-1

(AW

Nota: \))

A reta tangente a curva no
ponto P é aquela que contém
o ponto e que “melhor
aproxima” o grafico da fungdo

na vizinhanga deste ponto.

vA y=£lx)

Tangente

Xr

(AW

Nota \))

A reta normal ao grafico de

J noponto P(x,,y,) éuma
reta perpendicular a reta

tangente neste ponto.

yﬂ n

Yo

Xp \ X

A equacgado da reta normal é

1
(- yo) = —;(x - XO) , sendo
m o declive (coeficiente

angular) da reta tangente ¢.
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Tarefa 2
Dada a funcdo f(x) =x’,
determina a equacdo da reta

tangente ao gréficode f, no

ponto P(1,1).

Q\,

Nota: \))

Se para cada valor de t
(tempo), f(¢) representar a
distancia percorrida por um
corpo em movimento até ao
instante t, entdo a velocidade

do mével no instante ¢,

é a derivada da fungao f

no ponto ¢, tal como a
aceleracdo é a derivada da
velocidade no mesmo instante

l,.

Exemplo:

Dada a funcdo f(x)=\/;, o declive m da reta tangente ao grafico da

fungdo no ponto de coordenadas (1,1) é dado por

m = f'(1) =lim

1+h -1
h—0 h )
Este limite é uma indeterminacdo do tipo (%) Para resolver esta

indeterminacdo, podemos racionalizar o numerador, multiplicando e

dividindo a fraccdo pela expressdo conjugada do denominador (ver nota

ao lado).

. Nl+h-1 . (N1+h=-DH1+h+1)
lim———=1lim =
=0 h N T T )

. (N1+h)?*=1* . 1+h-1 .

lim =lim =lim

0 N1+ h+1) ORWER 1) T AT+ h 1)

. 1 ]
=lim = =
=0 [l+h+1 J1+0+1

N | —

Logo, a reta tangente ao grafico da funcdo em (1,1) tem de equacdo

y—f(1)=f'(1)(x—1)©y=%x+%.

Em resumo, a derivada de uma fun¢do f em um ponto x, pode ser

interpretada geometricamente como o declive da reta tangente ao

grafico de f no ponto (x,, f(x,)) .

Interpretacao fisica da derivada

Velocidade e aceleragdo sao nogGes conhecidas da Fisica.

Quando dirigimos um veiculo, podemos medir a distancia percorrida num
certo intervalo de tempo. O velocimetro de um automdvel marca, a cada
instante, a variacao da distancia percorrida e a velocidade. Se pisarmos
no acelerador ou no travao, percebemos que a velocidade muda. Entdo

sentimos a aceleracgao.

Suponhamos que um corpo se move em linha reta e que s(t) representa

0 espaco percorrido pelo movel até ao instante 7. No intervalo de tempo

[t,t + At[ o corpo sofre um deslocamento que pode ser representado por:

As=s(t + At)-s(t).
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O quociente entre o espaco percorrido e o tempo gasto em percorré-

s(t+At)-s(t)

A , corresponde a velocidade média nesse
t

-lo, ou seja v =

intervalo de tempo.

Tarefa 3

De modo geral, a velocidade média nada nos diz sobre a velocidade do Admite que a altura /1 (em

. . . - metros), t segundos apds
corpo no instante t. Para obtermos a velocidade instantanea do corpo no ) g P

. . . . ter sido disparada uma bala
instante t, calculamos sua velocidade média em instantes de tempo t cada P !

de uma arma na vertical, de
vez menores.

. ) R ) ) ; o baixo para cima. é dada pela

A velocidade instantanea (ou velocidade no instante t) é o limite )

. - . . , expressao h(t)=410t-t¢".

das velocidades médias quando A¢ se aproxima de zero, isto &, P )

A s(t+ A1) —s(t) Qual é a velocidade (em
lim——~,

. S
V()= BL%E A0 At metros por segundo) da bala,

dois segundos apds o disparo?

A derivada de uma fungdo fem um ponto x, pode ser interpretada,

na Fisica, como a velocidade instantanea de um corpo em

deslocamento dado pela func¢do f no instante de tempo x, .

Exemplo:
Um péndulo de um relégio oscila para a esquerda e para a direita. Afuncao

posi¢do é dada por P(f) =t> - 6¢, onde P(f) ¢ medida em metros e em

t segundos. Determina:
a) Qual a variagdo num instante ¢ =7, qualquer?

A variagdo média do péndulo no intervalo de tempo Ar¢ é dada por:

Pt +AD- () [(z0 + AL = 6(1, + At - (12 —6t0)]

vV =
M At At
2 2 2 2

124 20,AUAL =61, = 6A1 =12 +61, _ 20,Al+ AL’ ~6Ar

5 =21, +At-6
At At

A variagdo no instante ¢ =¢ € dada por:

V) = tim 200+ A0 = PE)

At—0 At

= lim (27, + Ar-6) = 2, -6.

b) Qual a variacdo instantanea do pénduloemt=0et=4?
Se t,=0=V(0)=2x0-6=-6 metros/segundo

Se t,=4=V(4)=2x4-6=2 metros/segundo
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O\,

Nota: \))

Geometricamente, a derivada
a esquerda de x, representa
o declive da semitangente a
esquerda e a derivada a direita
de x, representa o declive da

semitangente a direita de x, .

y

semitangente .
a esquerda

of ) semitangente *
\a direita

m='( )

Tarefa 4

Verifica se a fungao definida
em [R por:

x’-1 sex <1

f(x>={

2lnx sex =1

é derivavel no ponto de abcissa

x=1.

¢) Em que instante a variagdo é nula?

Como V(t,)=0=>1t,=3, o péndulo ndo estd em movimento no instante

3 segundos.

Derivadas laterais

Recorda que o limite de uma fungdo num ponto existe se e so se os limites
laterais existem e sdo iguais. Como a derivada de uma fungao num ponto

é um limite, esta derivada somente existira em condi¢des analogas.
Seja uma fungdo definida por y=f(x) e x, € Df um ponto do seu
dominio tal que ]XO —x,xo] paraum x € IR".
A derivada lateral esquerda (ou derivada a esquerda) de fem x, é dada
por: £ (x,)= lim 0=/ 00).

T X=X,
De modo andlogo, se x,€Df um ponto do seu dominio tal que
]xo,xo +x] paraum x € IR, entdo a derivada lateral direita (ou derivada
a direita) de fem x; é dada por: f '(x,) = lim M

* R X=X,

Exemplo:

Determina, usando a definicio de derivada de uma fun¢do num ponto,

x se x< 1

f'(1), sendo f(x)= {

2x-1 se x=1"

x—1"

= 1imL_{(l) lim T i DG iy
.

=0 x=1  xor x—-1 x>l

x—1*

f+’(1)=limL_{(l)=lim2x_l_l _im2* D o
o

=t x =1 = x—1

Como f.'(1)=2=1"(1), entdo f é derivavel e f'(1)=2.

Exemplo:

Mostra que a fung¢do definida por f(x) =‘x+1‘ nao é derivavel no ponto

de abcissa x=-1.

x+l  x =-1

. Observando o grafico da funcao,
-x-1 x <-1

Escrevemos f(x)= ‘x + 1‘ = {

verifica-se que nao existe f'(-1) porque os declives das semirretas

I 14 | Célculo diferencial e integral



tangentes ao grafico no ponto (—1,0) sao diferentes. Analiticamente:

£l = tim LS ED g —x=120
B x> x+1 = x+1
71 = tim LS CED gy x#120
* x>l x+1 a1 x 41

Repara que as derivadas laterais existem, mas sdo diferentes.

Logo ndo existe a derivada f'(-1).

Uma fungdo tem derivada (é derivavel) num ponto quando as
derivadas laterais (a direita e a esquerda), neste ponto, existem e
sao iguais.

Se ndo existem as derivadas laterais num ponto ou, se existem e sdo

diferentes entdo a funcdo ndo é derivavel nesse ponto.

Derivabilidade e continuidade

A continuidade e a derivabilidade de uma fungdo estdo relacionadas. Uma
funcdo pode ser continua num ponto e ndo ter derivada nesse ponto, mas

uma fungdo descontinua num ponto ndo é derivavel nesse ponto.

y y
~\J//“\ —

<

/ x /

Fungdo continua
e derivavel

\x

Fungdo continua
e ndo derivdvel

/ X

Fungdo nao continua
e ndo derivavel

Toda a fungdo derivavel num ponto é continua nesse ponto.

Desta afirmacdo também se conclui que (regra de conversao), se uma

funcdo é descontinua num ponto, entdo ndo é derivavel nesse ponto.

Tarefa 5

Considera a fungao de dominio

representada no grafico:

3

1. Determina os limites:

a) lim
x—a"

X—a

f(x)=f(a)

)t )=S0

h—0

2. Indica, se existirem, valores

para f(a) de modo que:

a) f sejacontinuaem

X=a

b) f seja derivavel em

X=a

Regra de conversao:

a=>b é verdadeira, entdo

também é verdadeira a

afirmacdo que ~b=~a .
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Tarefa 6

Verifica se cada uma das
fungdes é continua e tem
derivada no ponto indicado.

a) f(x)={ 2?—1,){750

’
X x>0

em x, =0

7

b) g(x)=2‘x—1

b.lem x, =1

b.2em x; =3

O\,

Nota: \\)

A fungdo derivada de y = f(x)

também pode ser indicada por:
df dy

(] ~ .
E' Yy, = (lé- se, derivada

dx

de yemrelagdoa x).

Tarefa 7

Determina qual a fungao
derivada de cada uma das
fungdes reais de variavel real

definidas por:

a) f(x)=x"
b) g(x) =~
X

Exemplo:

(x-3)*+2 se x=3

0 se x=3

Considera a funcdo definida por f(x) ={

Verifica-se que quando x se aproxima de 3, temos que:

lir%f(x) - 111%[(x-3)2 +2]=(3-3)%+2=2,

Entdo, f ndo é continua para x=3 porque 2= f(3)=0.
Por outro lado, derivando a esquerda do ponto x =3, temos:

£ @)= lim L@ SO _ i (=37 +2-0

x—3" x-3 x—3" x-3
. x?—6x+11 9-18+11
= lim = =
x—3" x-3 0

Ou, derivando a direita do ponto,

x—3"

. f()-f3) .. (x=3)}+2-0
'(3)= lim = lim
S® x=3 x—>3* x=3
g 61l 9-18+11_
x—3" x-3 ot

e Logo, a fungdo ndo é derivavel no ponto de abcissa x=3.

Funcao derivada

Para todo o x € Df em que a fungido é derivavel, chama-se funcdo

derivada de f a funcdo definida por: f'(x)= lim M
h—0

Exemplo:
Dada a fungdo f(x)=3x", definida em JR, calcular a expressdo da sua
funcao derivada.

3[x2 +2xh+ (h)2 } —3x?

oy 3(x+h)’ =3x
J7(x)=lim P

=0 h
: 232 h(6x-3h
O () i ) e

h—0 h h—0

Ouseja, f'(x)=6x, VxEIR.
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Exemplo:

Dada a funcdo g(x)=e”, definida em IR, calcular a expressdo da sua
funcao derivada.

x+h _ e~ ) ex‘eh e . eh
=lim——— =¢" lim
h h—0 h h—0

_1=exxl

Ora, g'(x)=lim <
h—0

Ouseja, g'(x)=¢", VxEIR.

Regras de derivagao:

O calculo da derivada através da sua definicdo nem sempre é simples,
pois envolve o calculo do limite de uma razdo incremental (quociente de
Newton). Para minimizar este problema, utilizamos algumas propriedades

das derivadas, que chamamos regras de derivagao.

Exemplos:
a) Recorrendo a regra (x* )'=kx*" ,k = 0 (de uma poténcia) temos:

(x*)'=3x""=3x% ou (x)'= “Sx =50 = —16
X

b) Recorrendo a regra (a')'=a".lna (a>0,a=1) (derivada da

exponencial) temos que (5%)'=5"In 5 .

c) Recorrendo a regra (lnx)’=+ (a>0,a=1) (derivada do logaritmo
xXina

natural) temos que (log, x)'= .
xIn2

Usando as propriedades das funcGes e as proposicées anteriores é possivel
demonstrar outras regras de derivagcdo que resultam das operagdes

algébricas com funcdes.

Vejamos as seguintes:

O\

Regras praticas:

\Y

Seja y = f(x) uma funcdo

derivdvel em x € Df e

y'= f'(x) a expressdo da sua

derivada. Entdo:
v=k ke
y=Xx
y=x" ke
y=x" =0)
y=sen(x)
y=cos(x)
y=In(x) (a>0,a=1

X

y=a

y=log,(x)

y'=cos(x)

y'= - sen(x)




Tarefa 8

Usa as regras para obter as

derivadas:

a) (x> +3x-1)"
b) (x" =2x)'
c) (4e")’

Inx

d) (—)
X
e) (log, x-x)'

f) (2sinx—cosx)'

Tarefa 9
Seja f(x)=x° aexpressdo de
uma funcdo real de variavel
real.

a) Determina f'(x)

b) Escreve a equacdo da reta

tangente ao grafico de f no

ponto de abcissa x=1.

Sejam f, g duas fungdes derivaveisem x E(Df NDg) e f'(x) e g'(x)

as expressoes das respetivas derivadas. Entdo:

e O produto de uma constante por uma funcdo é derivavel e:

(k.f)'(x)=k.f'(x) (k=0)

e Asoma (f +g) éderivavel e temos a regra:

(f+8)'(x)=f'(x)+g'(x)

e Adiferenca (f —g) é derivavel e temos a regra:

(f-8)'(x)=f(x)-g'(x)

e O produto (f.g) é derivavel e temos a regra:

(fx2)'(x)=f'(x)xg(x)+ f(x)xg'(x)

e O quociente (i), g(x)=0 éderivavel e temos a regra:
g

(i)v(x) - f'()C)Xg(X)—fZ(X)Xg'(X)
g [¢()]

Exemplo:

Determina a expressao da derivada da fungdo afim definida por
f(x)=ax+b (a,bEIR),
Seja x, € Df , um ponto arbitrario.

1. Usando as regras de derivacgao,

f'(x)=(ax+b)' =(ax)'+b'=a+0=a

2. Por definicdo,
f(x0+h)—f(x0)_hmaxo+ah+b—(axo+b) ah
h

=lim—=aqa.

Sx%)= l;glol h—0 h h=0 J
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Exemplo:

Usar as regras praticas de derivacdo para obter as expressdes das derivadas

das funcoes definidas por:

a) f(x)=x*-2x’
f'(x)=(x*-2x")" = (x*")'-(2x’)" (pela regra da derivada da soma)
=4x’ —[2'% (x’)+2x(x3)'] (pela regra da derivada do produto)
=43 -(0+2x 3x2) (pela regra da derivada de uma constante)
=4x> —6x7.

x2+3

b) f(x)=

(Recorrendo a derivada do quociente de fungdes e...)

1) =(x2 +3),= (x* +3)'.x—2(x2 +3).x' _

X X

_ 2xx-x"-3 B x* -3

2 2
X X

¢ f(x)=5x"(x-1)

. Tarefa 10
(Recorrendo a derivada do produto de fungdes e...)

Um baldo meteoroldgico é

' 4\ 4 '
S'(x)=06x")(x=D+5x".(x=1)'= solto e sobe verticalmente de

=5x4x° (x=1)+5x.(x'-1") = 20x° (x = 1) + 5x.. modo que a sua distancia d (1)
ao solo durante os primeiros
10 segundos de subida é dada
Exemplo: por d(t) =6+ 2t + >, na qual
d(t) é medido em metros e ¢

Uma particula de poeira desloca-se de acordo com a lei e(¢) = 5¢* +20¢,
em segundos.

sendo e(f) a distdncia percorrida em metros ao fim de ¢ segundos. a) Determina a velocidade

Calcula a velocidade instantanea aos 3 segundos. média do baldo durante os

dois primeiros segundos da
Ora, como a velocidade é dada pela derivada, temos que Sl

e'(t)= (St2 + 20t)' =107+20. Logo, e'(3)=10x3+20 . b) Determina a velocidade

instantanea do baldao quando
A velocidade aos 3 segundos é de 50 m/s.
t=1 segundo.
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Tarefa 11

g,

das derivadas das func¢oes

Determina as expressdes

compostas:
a) h(x) = cos(2x*)
b) h(x) =™ >
¢) h(x)=In(x*-1)

3x*+5x-1

x—1

e) h(x) = Y(3x> +6x-2)°

f) h(x) =62c05(2x)

d) A(x)=

Tarefa 12

Usa as regras praticas de
derivagao para obter as
expressoes das derivadas das

funcdes definidas por:
a) y=(e"+x-1)°
b) y =5x*(Inx + x)
c) y =l +log, x
d) y =e>

e) y= 2e”
4 xt+1
f) ye 2x
1-lnx
g) y=2e'x2
2—-x
h) y=In(—)

) y=(x+1)x3"

i 2 +1

J y= 2x+1

k) y=10g2x—+1
x-1

l) y=1n\/I
x

Derivagao de uma fun¢ao composta

Dadas duas funges f e g,acomposta fog (lé-se f compostacom g),

é uma funcao definida por:

Df0g={xEIR:x€DgAg(x)EDf}

(fog)(x)=f[g®)].VxED,

Exemplo:
Sendo f(x)=3x" e g(x)=5x-1, entdo:

(f o)) = f(g(x)= f(Sx=1)=3(5x~1)", Vx E IR

Teorema da derivada da fungao composta:

Sejam f e g duasfungbes reais de variavel real tais que Df C CDg

e f'(x) e g'(x) as expressdes das respetivas derivadas.

Se g é derivdvel no ponto x e f é derivavel no ponto y = g(x)

, entdo a fungdo composta fog é derivavel em x e tem-se a

seguinte regra pratica: (fog)'(x)= f'[g(x)]g'(x), Vx e D,..

Exemplo:

Sejam as fungdes definidas por f(x)=3x" e g(x)=>5x-1, entdo,

(fog2)(x)=f"'5x-1D.(5x-1)'=6(5x-1)x5=30%x(5x-1)
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Exemplo:
Seja h(x)=vx"+2x.
x — gx)= X +2x — h(x)=Vx’+2x Vx€& D(fog)

g A
Pela composta, #(x)=(fog)(x),sendo f(x)= \/; e g(x)=x"+2x

Pela regra de derivagdo da composta, temos /'(x) = g'(x).f'(g(x))

3x* =2

2NxP=2x '

Ou seja, como f'(x) = e g'(x)=3x"-2, entdo h'(x)=

1
2Jx

Exemplo:
Seja i(x)=e"*". Pela composta, i(x)=(fog)(x), sendo f(x)=e" e
g(x)=cosx.

Sendo f'(x)=e" e g'(x)=-senx, entdo,
pela regra de derivacdo da composta, temos:

i'(x)=f"(g(x)).g'(x)=-senx e Nx€IR.

Segunda derivada de uma fungao

Seja f uma func3o real de varidvel real e f' a sua funcdo derivada num
ponto x, do seu dominio. Se /' admite também derivada no ponto X,

entdo diz-se que f é duas vezes derivavel no ponto X, etem-se:

o S )= ()
7(x)=lim - .

h—0

Chama-se fung¢do segunda derivada (ou funcdo derivada de ordem 2) de

uma funcdo f auma nova funcdo tal que:
e Dominiode f" é o conjunto em que f' tem derivada;

e A cada ponto do dominio faz corresponder a derivada da derivada da

funcdo nesse ponto.

Exemplo:

Definir as expressdes da primeira e a segunda derivada das fungdes

definidas em IR por:

a) f(x)=(2x-1y
A primeira derivada é dada por: f'(x)=3x2x(2x-1)
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Regras praticas das derivadas “

Seja u

= f(x) uma funcdo

derivdvel em x € Df e u'(x)

a expressao da sua derivada.

Entao:

(u+v)' =u'+v'
(ku)'=ku' Vk € IR
(uv)' =u'v-uy'

u u'v—uy'
(2 =5

v v

(u")' = nu" ™ !

,_ U
(JZ)—M

(uy=—
Y

(eu)v=uveu

'

(sen u)'=u'cosu

(cos u)'=—-u'sen u

(tgu)' =

“cos’ u
(nw)=2
u
(log u)'=
u.lna
(a>0,a=1)

(@) =ua".lna




O\,

Derivadas sucessivas “

De modo similar a derivada da
segunda derivada é chamada
de terceira derivada. Podemos
nos referir as derivadas
sequentes a terceira derivada
defpor: quarta, quinta, sexta,

... e sucessivamente.

df d df d d df
dx’dx(dx)’dx(dx(dx))’m
ou, ainda,

a &’f &'f  d'f
de’ dx*dd T dx
ne€ IN

A notag¢do mais usual para as

derivadas de ordem superior é:
LG LG, G0, S (3),s S ()
n€ IN

F"(x) (Ié-se derivada de

ordem n)

Tarefa 13 s

Define a primeira e a segunda
derivada das fungdes definidas

por:

2x —
2) f(x)=3;‘+2

b) g(x)=xx/m

c) h(x) = log(x2 -5x+ 6)

(98]

d)i(x)=e"".Inx

e) j(x)=(In2x)’

A 22 derivada é a derivada da primeira derivada, ou seja:

FU(x)=12x2x(2x—1)=48x 24

o) g() =~

Ora, g'(x) = (l)’= () =-Ixx=—xF = —
X x

Para a 22 derivada, usamos a regra da derivada de um quociente. Ou

i ”x = - = —— = —
seja, g"(x) e (x2)2 R
Q) h(x)=—1
Inx

1
x'xInx-xx(Inx)' lxlnx—xx;_ Inx-1

Ora, h'(x) =

(Inx)* In® x In® x

Para a 22 derivada, usamos a regra da derivada de um quociente. Ou

lxlnzx—glnxx(lnx_l) In*x-2In"x+2Inx

seja, h"(x) == X
) (In* x)* xln*x
Simplificando a expressdo, temos: A4"(x) = ZII?X Vx>0.
xIn” x

d) i(x)=xlog,x
Pela regra da derivada de um produto, temos:
i'(x)=x'log, x-x(log, x)". Ou seja,

i'(x)=log, x - X

xIn2
E a 22 derivada é dada por: i"(x) = L—(L)' . E, como (L)' =0
xIn2 In2 In2
entdo, i"(x) = .
) xIn2

Exemplo:
Encontrar as primeiras derivadas de ordem 7 das fun¢&es definidas por:
a) f(x)=8x*+5x"-x"+7

Ora,

f'(x)=32x" +15x" - 2x

f"(x)=96x" +30x -2

S"(x)=192x+30
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